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MODELISATION DE SYSTEMES DE PARTICULES ET
APPLICATIONS

Présentation du mémoire

Ce mémoire rassemble mes résultats mathématiques obtenus apres ma these de doc-
torat. Ces résultats portent essentiellement sur I'analyse théorique et numérique des
EDP modélisant des systemes de particules qui interagissent par des champs créés collec-
tivement. J’ai abordé également d’autres thématiques comme le comportement en temps
long des solutions des équations d’Hamilton-Jacobi du premier ordre, I’étude des solutions
presque-périodiques des EDO, I'analyse des fluides de Bingham.

Pour la plupart, les résultats présentés dans ce mémoire n’ont pas la généralité de
ceux de mes articles, I’objectif principal étant d’aider a la compréhension générale de mes
travaux.

La premiere section synthétise les résultats d’existence de solution faible périodique
en temps des équations de Vlasov-Poisson (VP), Vlasov-Maxwell (VM) dans un domaine
borné. Dans le méme cadre on retrouve le modele de VP comme limite du modele rela-
tiviste de VM lorsque la vitesse des particules est petite devant la vitesse de la lumiere.
L’unicité de la solution par caractéristiques est établie pour le probleme 1D dans un
intervalle borné avec condition initiale et conditions aux limites.

La deuxieme section contient des résultats de stabilité pour le modele collisionnel
de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck (VMFP) par rapport aux parameétres physiques car-
actéristiques d'un plasma. On obtient la limite champ fort en utilisant la méthode de
I'énergie modulée (ou de I'entropie relative) et la limite champ faible par des méthodes
de compacité.

La troisieme section concerne l’analyse mathématique d’un modele réduit introduit
récemment par les physiciens pour étudier I'interaction laser-plasma. On montre I'existence
globale et 1'unicité de la solution par caractéristiques. Par la méme méthode on traite un
modele d’astrophysique, obtenu par le couplage d'une équation de Vlasov avec la théorie
gravitationnelle de Nordstrom. On justifie la convergence du modele de Nordstrom-Vlasov
(NV) vers le modele de VP, lorsque la vitesse de la lumiere est grande.

Dans la quatrieme section je propose une méthode basée sur la formulation par car-
actéristiques pour l'approximation numérique des équations de VM. Cette méthode est

validée a travers quelques simulations numériques.



La cinquieme section regroupe des résultats d’existence et unicité de solution périodique
en temps ou en espace : on étudie les solutions de viscosité périodiques et presque-
périodiques en temps des équations d’Hamilton-Jacobi du premier ordre, on caractérise
I'existence et l'unicité de la solution presque-périodique des EDO et on présente une
analyse théorique et numérique des solutions périodiques en espace d’une équation, dite
d’enveloppe, utilisée dans la modélisation des faisceaux de particules chargées.

La derniere section contient une analyse asymptotique du modele des fluides de Bing-

ham, lorsque les forces externes sont proches du seuil de blocage.

1 Les modeles de Vlasov-Maxwell et Vlasov-Poisson

Publications : [B4, B5, B6, B7, B8, B10, B11, B13].

On considere un systeme physique constitué de deux especes de particules chargées
(ions et électrons). On note ¢ > 0, my et g_ < 0, m_ les charges et les masses des ions
et des électrons respectivement. La vitesse d’une particule animée de 'impulsion p est

donnée par

vsp) = L vip)= 2 (1+ L )

ma my m3.cd

dans les cas non relativiste et relativiste respectivement, ¢y étant la vitesse de la lumiere
dans le vide. On introduit les densités d’ions et d’électrons fi dans I’espace des phases :
pour tous les volumes V,,V, C R? le nombre d’ions/électrons qui se trouvent a l'instant
t dans V, avec une impulsion comprise dans V, est donné par fvz fvp fu(t, z,p) dpdx. On
suppose que les particules n’interagissent que par 'intermédiaire des champs électriques
et magnétiques créés collectivement (on néglige les collisions binaires). Dans ce cas les

équations de mouvement des particules conduisent aux équations cinétiques de Vlasov
Ofx +ve(p) - Vaufe +qe(E(t,z) +ve(p) AB(t,x)) -V, fe = 0.
Bien entendu E et B vérifient les équations de Maxwell

](t,x)’ OB+ curlE =0, divE = AGED
S0 €0

OE — ¢} curlB = — , divB =0,

ol g est la permittivité électrique du vide et p = p, + p_, 7 = j4+ + j— sont les densités

de charge et de courant données par
p:l:(tax) = q+ 3f:|:(taxap) dp7 .]:t(twqj) = g+ Sf:t(t>$ap)v:|:(p) dp
R R
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On complete éventuellement ces équations par des conditions initiales et des conditions
aux limites. Le modele obtenu est appelé le systeme de Vlasov-Maxwell tri-dimensionnel
(VM3D). Si on néglige le champ magnétique B on peut prendre £ = —V®. Le modele
obtenu en couplant les équations de Vlasov (avec vitesse non relativiste) et I’équation de
Poisson —A® = £ est appelé le systeme de Vlasov-Poisson tri-dimensionnel (VP3D).

Ces équations sont relativement bien comprises en ce qui concerne les problemes de
Cauchy dans ’espace tout entier. L’existence de solution faible pour VP3D a été montrée
par Arseneev [6] tandis que I'existence et 1'unicité de la solution forte ont été analysées
par Cooper et Klimas [28] en 1D, Ukai et Okabe [95] en 2D, Lions et Perthame [73],
Pfaffelmoser [79] en 3D. Un résultat d’existence locale de solution faible de VP3D avec
charge totale et énergie cinétique infinies a été obtenu par Jabin [66]. Le premier résultat
d’existence de solution faible pour VM3D a été démontré par DiPerna et Lions [43].
Des résultats d’existence et unicité pour la solution forte de VM ont été obtenus par
Glassey et Schaeffer [53, 54]. Ces résultats reposent sur le Théoreme de Glassey-Strauss
[55]. Récemment l'existence de solution forte pour VM3D a été étudiée en utilisant des
méthodes différentes par Klainerman et Staffilani [68], Bouchut, Golse et Pallard [18].

Cependant, la simulation de dispositifs repose sur des problemes aux limites. Des
solutions faibles ont été obtenues par Bézard [14], Guo [64] et Ben Abdallah [11]. Ce qui
est particulierement intéressant au niveau des applications est la modélisation des régimes
permanents. Ces régimes permanents sont caractérisés par des solutions stationnaires
ou périodiques. Le cas stationnaire a été étudié d’abord pour VP en une dimension
d’espace par Greengard et Raviart [63], puis en dimension quelconque et pour VM par
Poupaud [80]. Des résultats dans le cas périodique semblaient inexistants. Il paraissait
donc nécessaire d’en avoir une meilleure compréhension. Mon travail de these a été un
premier pas dans cette direction [BP1, BP2, BP3, B1].

Apres ma these j’ai obtenu des résultats plus généraux : d’une part j’ai considéré
des hypotheses moins restrictives (notamment j’ai supprimé ’hypotheése sur la compacité
du support des données en impulsion ), d’autre part j’'ai traité ces équations en trois

dimensions.



1.1 Solutions périodiques en temps du systeme de VP1D

Nous examinons dans cette section 'existence de solution faible périodique en temps
des équations de VP1D dans un intervalle borné, avec des conditions aux limites. On se
place dans le cadre non relativiste et on suppose que les différentes constantes physiques
(la masse et la charge des particules, la permittivité électrique) sont égales a l'unité.
On considere une seule espece de particules dont la fonction de distribution est notée
f = f(t,z,v) out € R représente le temps, x €]0, 1] la position et v € R la vitesse. Dans

ce cas les équations de Vlasov-Poisson s’écrivent
Ohf +v0.f + E(t,x)0,f =0, (t,x,v) € Rx]0,1[xR,

E(t,r) = —0,U, —02U = p(t,z) := / f(t,z,v) dv, (t,z) € Rx]0,1].
R

On impose les conditions aux limites
f(t,0,0>0) = go(t,v >0), f(t,1,v<0)=gi(t,v<0), tER,

U(ta 0) = 900(75)7 U<t7 1) = (Pl(t>7 t e R?

ol go > 0, g1 > 0, g, p1 sont des fonctions bornées T' périodiques en temps. Une
approche naturelle consiste a se ramener a ’étude des points fixes d'une application non
linéaire. La difficulté majeure est d’obtenir des estimations a priori. Notons que dans
le cas d’un probleme avec condition initiale les estimations résultent immédiatement par
les conservations de la masse et de ’énergie. Ceci n’est plus possible quand on étudie les
régimes permanents car dans ce cas on ne dispose pas de condition initiale.

L’équation de Vlasov est résolue au sens des distributions (on dit que f est une solution
faible). Quand le champ électrique est régulier (lipschitzien par rapport a z, uniformément
en t) on peut construire la solution par caractéristiques, qui est un cas particulier de
solution faible. Un des points clé est d’observer que la variation de la vitesse au long
d’une caractéristique de 1’équation de Vlasov qui traverse une région bornée de l’espace
est majorée par (C| E|r~)"? o C est une constante proportionnelle & la taille de la
région traversée.

Soit E € L>®°(R; W>(]0, 1])) un champ électrique régulier. Pour (¢, z,v) € (Rx]0, 1[xR)
U(R x {0} x R")U (R x {1} x R™) on note par (X(s;t,x,v), P(s;t,z,v)) 'unique solu-
tion de

X
C;— = V{(s;t,z,v), (il—v = FE(s, X(s;t,2,v)), Su(t,x,v) < s < Sout(t,z,v),
s s



X(t;t,x,v) =z, V(t;t,z,v) =,

Ol Sin, Sout sONt les temps d’éntrée et de sortie par rapport au domaine |0, 1].

Lemme 1.1 (¢f. [B4]) Soit E € L>*(R; W'>(]0,1])) et (X(s),V(s)) une caractéristique

quelconque. Alors nous avons
Vis1) — V(s <2\/§El/£, Sin < 851 < 89 < Sout-
= L S5 >8>

Le lemme précédent nous permet d’estimer le champ électrique. L’ingrédient principal
est la formulation par caractéristiques. Pour simplifier on suppose que g; = 0. On utilise

les notations
(X°(s),VO(s)) = (X(s55£,0,0), V(s;1,0,0)), Sous = Sout(£,0,0).

Rappelons que si E est régulier, T périodique et f est la solution par caractéristiques de

I’équation de Vlasov alors pour toute fonction v, T' périodique en temps nous avons

T pr1 T Sgut
/// f¢ dvdzdt = // vgo(t,v) (s, X2(s), VO(s)) dsdudt. (1)
0 JoJr 0 Ju>0 t

On veut estimer la masse totale de f sur une période de temps. Pour tout R > 0 nous
avons fonolfRf dvdzdt = I,+15 avec I} = fOTfolfMSRf dvdzdt < 2T Rmax{||gol| =, || 91| =}
et [r = fOTfolf'vaf dvdzxdt. Par la formulation (1) nous avons

T sgut
Ig = // vgo(t,v)/ 1{|V0(s)|>R} ds dv dt.
0 Jv>0 t

On prend R = 6\/§||E||1L/£ et par le Lemme 1.1 on vérifie sans peine que :

- pour toute vitesse initiale 0 < v < 4v/2||E[|}2 nous avons [VO(s)| < R, V¢ < s < s

out

ce qui implique
0

sout
/ Lyvo(s)>ry ds =0 ;
t
1/2

- pour toute vitesse initiale v > 4\/§||E\|§{3, nous avons V(s) > v — 2v2||E| /=, ¥V t <

s < sV . et par conséquent

S

out

0 < ! < 2
= /2 = 4
v —2v2|| B/~

On en déduit que I, < 2 fonv>0 go(t,v) dvdt et finalement on obtient une inégalité du type
1 T r1
al / // f(t,x,v) dvdxdt < C(Qo)(l + ”EulL/i)
T JoJoJr
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Par des calculs supplémentaires on en déduit une majoration du méme type pour le
SUD;cR fol fR f(t,z,v) dvdz. On peut conclure facilement car par I’équation de Poisson
nous avons aussi

1
IBllirtonn < llor = ullmqey +5up [ [ F(t,2,0) dode < Clgn, o1 = o)1+ | EIL2)
0JR

teR

On peut établir un résultat analogue a celui présenté dans le Lemme 1.1 en dimension
supérieure. En le combinant avec des inégalités d’interpolation et de Sobolev on peut
obtenir des bornes L*° du champ électrique pour des solutions de VP3D en domaine
borné cf. [B13]. Ces bornes peuvent s’avérer utiles lorsqu’on souhaite estimer la taille du
support en vitesse de la densité de particules f au vu des simulations numériques. Une
fois l'estimation de la norme L* du champ électrique établie, on montre facilement la

propagation de tous les moments en vitesse de la densité de particules.

1.2 Solutions périodiques en temps du systeme de VM3D

Je me suis proposé d’obtenir un résultat d’existence de solution faible périodique en
temps pour les équations de VM dans un domaine borné régulier Q2 C R3. On note
Y =00 xR %t ={(z,p) € X : £(v(p)-n(x)) > 0} ol n représente la normale unitaire
extérieure. On considere ici une seule espece de particules chargées, de masse m et charge

¢, mais les résultats se généralisent sans peine au cas de plusieurs especes. Le systeme de

VM s’écrit
Of +v(p) - Vaof +q(E(t,z) +v(p) AB(t,x)) - Vypf =0, (t,x,p) € R x Q xR,

(¢ ¢
i) g pyewlE =0, dive = 287
€0 €0

OE—ci curlB = — , divB=0, (t,z) €RxQ

On précise la densité de particules sur R x ¥~ et on impose une condition de Silver-Miiller

sur R x 02
[t x,p) = g(t,2,p), (t,2,p) € Rx X",
n(x) A E(t,x) 4+ co n(z) A (n(x) A B(t,z)) = h(t,z), (t,z) xR x 09Q.
On suppose que g, h sont T périodiques en temps et on veut montrer 'existence de
solution (f, E, B) périodique en temps, de méme période 7. On cherche des bornes pour

Dénergie totale (cinétique et électromagnétique). A nouveau on est confronté a la difficulté

liée a I’absence de conditions initiales, car il s’agit d'un régime périodique en temps. De



ce fait I'étape d’estimation des solutions est beaucoup plus difficile : on ne peut pas
conclure en utilisant seulement les conservations de la masse et de 1’énergie totale. On
surmonte cette difficulté en écrivant aussi la conservation de la quantité de mouvement
et en utilisant la technique des multiplicateurs (voir [69]).

Voyons quelles sont les idées principales de cette étape. Nous traitons simultanément
les cas non relativiste et relativiste. Rappelons que v(p) = V,E(p) ou I'énergie cinétique
est donnée par E(p) = |p ® dans le cas non relativiste et & (p) = mc3 ((1 + Tlf;';) v 1)
dans le cas relativiste. Pour simplifier nous supposons que (f, E, B) est une solution
T périodique réguliere de VM3D. Par l'intégration des conservations de la masse et de

I’énergie sur une période de temps nous obtenons une borne pour la masse et 1’énergie

cinétique sortantes et 1’énergie électromagnétique tangentielle :

// D+ E@ ))fdadpdtJrO—go {]n/\E\2+cg\n/\B\2}dadt @)
>+

= [ [ 160) i + eopgtnipar+ 5[] ot

La conservation de la quantité de mouvement s’écrit

0

5 f(t:vp)pderdw g‘(m,p)(p@v(p)) dp = p(t,x)E(t,z) + j(t,z) A B(t, z).

En utilisant le multiplicateur x on obtient apres intégration sur |0, T[x 2

// )(p-x)f dodpdt = ///Rg fdpdfﬂdt—l-/oT/Q(pE—i-j/\B)-xdxdt.

Le choix du multiplicateur « est motivé par 'apparition du terme fOT Jo Jes(v(p)-p) f dpdadt
qui domine I'énergie cinétique, car nous avons l'inégalité (v(p)-p) > £(p) pour tout p € R3.

En tenant compte des équations de Maxwell on vérifie sans peine que :
pE +jAB=¢y(divE E — E A curlE) + goci(divB B — B A curl B) — £00,(E A B).

On fait appel a l'identité divu v — u A curlu = div(u ® u) — $V|ul?>. En combinant les
calculs précédents on en déduit une borne pour I’énergie totale ainsi que pour les traces

normales du champ électromagnétique. On démontre le résultat

Théoréme 1.1 (¢f. [B5, B8]) Soit Q C R?® un ouvert borné, de frontiére OQ réguliére et
strictement étoilée. On considére g € L®(R x ¥7) et h des fonctions T' périodiques telles

que g >0, (n-h)|gxoq =0 et

/o/ |(v(p) - n(x)|(1 + E(p))g(t, z, p) dodpdt + /o/asz |h(t,z)]* dodt < +oo.
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Alors il existe au moins une solution faible T' périodique (f, E, B) du systéme de VM3D
(cas non relativiste ou relativiste) qui posséde des traces vt f € L°(RxXY), (n-E,n-B) €

L2 .(R; L2(0Q))2, (n A E,n A B) € L2 (R; L2(09)%)2.

loc loc

Il est possible de traiter d’autres conditions aux limites ou des mélanges de plusieurs
especes de particules chargées. L’existence de solution faible périodique en temps de VP
en N dimensions suit par la méme méthode [B11]. Par des calculs similaires on peut
estimer les solutions périodiques en temps des modeles de VP ou VM avec un terme de

collisions de Fokker-Planck (FP).

1.3 Convergence du modele relativiste de VM vers le modele

de VP

Il existe dans la littérature plusieurs résultats justifiant le modele de VP comme limite
du modele relativiste de VM lorsque les particules se déplacent a des vitesses petites
devant celle de la lumiere. Des résultats de ce type ont été prouvés par Degond [38],
Schaeffer [91], Lee [71] pour des solutions classiques. Je me suis proposé d’étudier le
méme comportement asymptotique pour des régimes permanents (solutions stationnaires
et solutions périodiques en temps). On rencontre des difficultés supplémentaires : d’une
part on travaille avec des solutions faibles ; d’autre part on se place dans un domaine
borné tri-dimensionnel, en imposant des conditions aux limites. Présentons ici le cas des
solutions stationnaires, qui est beaucoup plus simple par rapport a celui des solutions
périodiques. Pour tout ¢ > 0 on note par (f,, E., B.) une solution faible stationnaire du

modele relativiste de VM3D

ve(p) - Vi fe + ¢(Be(w) + ve(p) A Be(2)) - Vpfe = 0, (z,p) € @ x R,

'C t? . C .
Je( x)’ curlb, =0, divE, = w, divB. =0, x € ),
€o €o

¢ curl B, =

avec les conditions aux limites
fe(x,p) = g(z,p), (v,p) €X7,
n(z) A E.(x) +cn(x) A (n(x) A Bo(z)) = h(z), = € 09, (3)

\ 2\ 1/2 .
ou Uc<p) - vpgc<p>a gc(p) = mc? ((1 + %) - 1)7 Pec = q‘fRsfc dpa Je = Qf]R&fvc(p) dp

Comme précédemment € C R? est un ouvert borné, régulier, étoilé et on suppose que les

10



conditions aux limites vérifient g > 0, g € L>=(X7), (n-h)|apg =0 et

M +K = / [(v(p)-n(x))|(1+E(p))g(x,p) dodp < +o0, H := |h(2)]* do < +oo,
- 09
ou E(p) = %, v(p) = £. L'existence des solutions (f, E., Bc)cso est assurée par le

Théoreme 1.1. Nous faisons appel a des arguments de compacité. Pour cela nous de-
vons estimer uniformément par rapport a ¢ ’énergie totale et les traces des solutions
(fe, Ee, Be)eso- 11 est possible d’estimer ces quantités en reprenant les calculs du para-

graphe précédent mais les bornes peuvent dépendre éventuellement de c. Ceci est dii a la

goc

présence du terme <5

Jo0 |h(x)]* do dans la variante stationnaire de (2)
| @) o) + £ dodp+ G [ (A B+ lon B do
s+ 9

= [ 1wlo) na)I1 + Expg dodp+ [ hia) o
- o0

< M +EK + %CH. (4)
Plus précisément I'égalité (4) fournit une borne pour le sup.; [,o{|n A Eo|* + n A
B_|*} do mais pas pour Iénergie sortante K\ := [, (v.(p)-n(z))E(p) fe dodp. L’obtention
d’une borne pour le sup,., K est un point délicat. Voici comment on peut procéder
pour s’affranchir de cette difficulté. On suppose que §2 est simplement connexe. Comme
curlE, = 0, n A E. € L*(0Q)? il existe ¢. € H'(Q2) qui possede une trace ¢. = ¢.laq €
H'(0Q) tel que E. = —V,¢. et |[@clluron) < C(Q)||n A El|1290)5. Apres multiplication

de l'équation de Vlasov par I'énergie &.(p) + qo.(z) et intégration sur  x R3 on trouve

[ (o) nle)Euo) + gl dodp = [ Josp) - m)I(Exp) + apela))g dodp.

Pour conclure il suffit de combiner des inégalités d’Hélder, de Sobolev (sur 0f2) et d’interpo-
lation.

Un deuxieéme point délicat est le traitement des conditions aux limites (3) : quelle
sera la condition satisfaite par la solution limite lorsque ¢ — 400 ? Pour répondre a
cette question on utilise la décomposition orthogonale (par rapport au produit scalaire de
L?*(09)3) du champ tangent h en parties irrotationnelle et rotationnelle h = V., hy +n A
V. ha, avec hy, ho € HY(0R2), ot V., est le gradient tangentiel au long de 9. En utilisant
les équations de Maxwell et 1’équation de continuité div,j. = 0 on vérifie que les traces

tangentielles du champ électromagnétique satisfont en distributions

Adiv, (n A B,) = — ("6' Je) v (n A B =0, (5)
0
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c’est a dire
2 _ (- Je) _
—c (nAB.)-V,pdo=— —(x) do, (nANE.)-V,ypdo=0,
0 o o Gi9)
pour toute fonction ¢ € C'(9Q). Identifions la trace tangentielle de la limite faible
E =lim. ., E. dans L*(2)3. On note par n A E la limite faible n A E = lim. oo n A E.
dans L?(0Q)3. Nous avons div,(n A E.) = div,(n A V., hy) = 0 et par conséquent

/ (MAE—-nAV,hy) Vo do =0,V e €CHON). (6)
20

Soit maintenant p, € C1(9€). La condition aux limites (3) et la premiere égalité de (5)
impliquent
1
/(n ANE.—nAV.hy) - (nAV,py)do = —c/(n ANB.) Vipsdo=—— [(n-j.)p2 do.
o0 o0 €0C Joa

Apres passage a la limite quand ¢ — 400 on en déduit que
/ (WA E —nAVahy) - (n A Vaps) do =0, ¥ o € CLA0). (7)
o0
En combinant (6) et (7) on obtient n A E = n A V. hy. On démontre le résultat

Théoréme 1.2 (cf. [B6]) Soit Q C R3 un ouvert borné, régulier, de frontiére strictement
étoilée. On considére g et h des fonctions vérifiant 0 < g € L>®(X7), M~ + K~ < +o0,
(n-h)loga =0, H < 400 et (¢.), une suite divergente vers +oo. On note par (f,, E,, B;)
les solutions du systéme de VM stationnaire avec ¢ = ¢, construites précédemment. Alors
il existe une sous-suite (c,, )y telle que f., — f faiblement % dans L=®(Q x R®), E, — F

faiblement dans L*(Q)3, ou (f, E) est une solution faible du systéme de VP stationnaire

v(p) - Vauf +qE(z) -V, f =0, (x,p) €Q x R3,

d
curlE =0, divEk = qM, x € €,
€0

f(z,p) =g(z,p), (z,p) € X, n(x)ANE(x)=n(z) ANV, hy, x €.

On montre un résultat du meéme type pour les solutions faibles T" périodiques en temps.

Nous renvoyons a [B10] pour les détails de démonstration.
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1.4 Unicité de la solution par caractéristiques de VP1D et VM1D

On dispose de nombreux résultats d’existence de solutions faibles/fortes pour les équations
de VP et VM. La situation est différente en ce qui concerne l'unicité de ces solutions.
L’unicité de la solution forte pour VP3D a été étudiée par Schaeffer [93], Lions et Perthame
(73], Pfaffelmoser [79]. Rappelons aussi le résultat d’unicité obtenu par Robert [87] pour
la solution faible de VP3D avec support compact en impulsion. Des résultats d’unicité
pour VM ont été obtenus par Glassey et Schaeffer [53], [54] en utilisant le Théoreme de
Glassey-Strauss [55]. Une des hypotheses essentielles est la compacité du support en im-
pulsion des densités de particules, ce qui ne correspond pas a la réalité physique. L’'unicité
de la solution stationnaire des équations de VP1D avec conditions aux limites a été étudiée
par Greengard et Raviart [63].

J’ai analysé 'existence et I'unicité de la solution par caractéristiques pour les équations
de VP1D et VM1D avec des conditions aux limites, en adaptant la méthode utilisée par
Cooper et Klimas [28]. Bien entendu la partie originale de ce travail est le résultat

d’unicité. Considérons ici les équations de VP1D
Of +v0.f + E(t,x)0,f =0, (t,z,v) €]0,T[x]0,1[xR,
Bt x) = —0,U, —02U = p(t, ) / Ftz,0) dv, (£ ) €)0,T[x]0, 1]
R
avec la condition initiale
f(0,2,v) = folx,v), (x,v)€]0,1[xR,
et les conditions aux limites
f(t,0,0>0)=go(t,v>0), f(t,1,v<0)=g(t,v<0), te€l0,T],

U<t’ 0) = QDO(t)’ U(ta 1) - Qpl(t)a t E]Ov T[

On travaille avec des champs électriques réguliers E € L>(]0,T[; W>(]0, 1[)) et P'équation
de Vlasov et résolue par caractéristiques. On note par (Xg, Vg), fr les caractéristiques
et la solution par caractéristiques associées au champ E. Pour simplifier on suppose ici

que g1 = 0. Rappelons que fg vérifie pour toute fonction test v

Sout (0,2,v)

T p1 1
[ [ e avizar = [ [ [ 00 Xelos0,0,0) Vilsi0.,0)) ddods
0Jo JR 0JR 0
T Sout (¢,0,0)
+ // vgo(t,v)/ (s, Xg(s;t,0,v), Vg(s;t,0,v)) dsduvdt.
0 v>0 t
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En utilisant ’équation de Poisson et 1’équation de continuité on se ramene a 1’étude des

points fixes de I'application £ — FFE définie par

FE(t,z)= —/OtjE(s,x) d8+/0t/0 Je(s,y) dyds + E4(t,x), (t,z) €[0,T] x [0,1],

ou jg = fR vfg dv et E4 dépend uniquement des données fy, g, 1. Afin d’obtenir un
résultat d’unicité on cherche a estimer FA — F B par rapport a A — B quand A et B sont
réguliers. On procede par la dualité (-, ) 1 (0,1),11(0,1)- Pour toute fonction ¢ € L*(]0,1[)

nous obtenons en utilisant la formulation par caractéristiques avec ¢ = v

</otj*“(s"> - /Oth“v') d8’¢>my = / / 1/<fA—fB)($,$,v)v<,0(a:) dudads
_ / /foa: v / (O(O):) o(u) dudvdz

out
XA( out(s701v))
+ / / vgo(s,v / o(u) dudvds
( out(5703v))
= Tfo )+Tgo( )
Examinons le terme Ty, (), analyse du terme Ty, (¢) étant similaire. Le calcul précédent
suggere l'introduction des vitesses critiques v%(¢; s,0), vk(t;5,0), E € {A, B} telles que :
- pour toute vitesse initiale 0 < v < v%(¢;s,0) le temps de sortie de la caractéristiques
issue de (s,0,v) est inférieur & ¢, s (s,0,0) < t et la sortie s’effectue par lextrémité
gauche de l'intervalle |0, 1] ;
- pour toute vitesse initiale v%(¢;s,0) < v < vg(t; s,0) la caractéristique issue de (s, 0,v)
ne sort pas de |0, 1[ avant l'instant ¢ ;
- pour toute vitesse initiale v > vL(t;s,0) le temps de sortie de la caractéristiques issue

de (s,0,v) est inférieur a ¢, s (s,0,v) < t et la sortie s’effectue par Uextrémité droite de

out
l'intervalle 0, 1[.

On observe immédiatement que pour calculer Ty (¢) il suffit de considérer les vitesses
initiales v €] min{vY, v%}, max{vy,vL}[ car dans les autres cas X4(s1,) = Xp(sE,).
Les contributions des vitesses v €] max{v9, v%}, min{v}, vL}[ sont estimées facilement en
utilisant la dépendance continue des caractéristiques par rapport aux champs A, B (a noter
que pour ces vitesses les caractéristiques associées a A, B sont définies au moins jusqu’a
I'instant ¢). Pour conclure on doit estimer les vitesses critiques relatives v — v%, v} —vk.
Ceci est un résultat technique dont la preuve repose sur un argument de comparaison

entre les sous/surcaractéristiques associées a un champ croissant par rapport a la variable

spatiale.
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Proposition 1.1 (¢f. [B7]) Soient A,B € L>*(]0,T[;W'*(]0,1[)) deuz champs crois-
sants par rapport a x. Alors il existe une constante C' qui dépend des normes de A, B

dans L>(]0, T[; W1>(]0,1])) telle que pour tout t € [0, T

T
max |v§(T;t,0) — ka(T;t,0)| < C/ |A(s) — B(8)|| £ qo,1p ds.
ke{0,1} t

La proposition précédente implique apres calcul

<ﬂfﬂ“&d‘“‘iﬂi”“*”d&¢>L@p

et finalement on en déduit que

t
< ClHSDHLl(o,l)/ [A(s) — B(S)HLwGOJD ds,
0

t
| FA(t) — FB(t)| z(0,1) < 02/0 |A(s) — B(s)||Lqop ds.

Clairement 'application F possede au plus un point fixe. L’existence suit immédiatement
par itérations successives. Par la méme méthode on peut traiter les modeles de VP1D,
VMI1D dans l'espace tout entier et il est possible d’obtenir des résultats de dépendance

continue de la solution par rapport aux données.

2 Limites champ fort et champ faible du systeme de
Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck

Publications : [BG1, BG2].

On considere un plasma constitué d’électrons et d’ions qui interagissent par I'intermé-
diaire des champs électriques et magnétiques créés collectivement et aussi par des col-
lisions. Les inconnues sont la densité d’électrons f, le champ électrique E, le champ
magnétique B et on suppose connues les densités de charge et de courant des ions D, J.

Pour la modélisation de ce systeme on peut utiliser 1’équation de Vlasov avec un terme

de collision de Fokker-Planck (FP)

6tf+v~fo+%(E(t,x)+v/\B(t,:c))~va = %dm (vf+ KBTthVJ) ,

m

couplée aux équations de Maxwell

dv + J dv+ D
_ehwfv T LB — 0, div,p = /D

O E—cicurl,B =
€0 €0

, div, B = 0.

Le modele obtenu est appelé le systeme de Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck (VMFP). Préci-

sons la signification des différentes constantes dans les équations précédentes : £ est la
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permittivité électrique du vide, ¢y est la vitesse de la lumiere dans le vide, e < 0 est
la charge des électrons, m est la masse des électrons, 7 est le temps de relaxation qui
caractérise l'interaction avec le bain thermique, K est la constante de Boltzmann et Tty
est la température. Les densités D, J sont des fonctions données, vérifiant I'équation de
continuité 0;D + div,J = 0. Pour un plasma on distingue les grandeurs caractéristiques
suivantes
- le libre parcours moyen | = 4/ % -7 : c’est la distance moyenne parcourue entre deux
collisions successives ;
- la longueur de Debye A = \/% : c’est la distance typique des perturbations
d’un plasma quasi-neutre (ici N est le nombre typique d’électrons et d est une longueur
caractéristique).

Notre objectif est d’étudier la stabilité des solutions des équations de VMFP quand les
différents parametres physiques varient. Pour cela on doit choisir des unités d’observation

et remplacer les grandeurs physiques par des quantités sans dimension.

2.1 Limite champ électrique fort du systéeme non relativiste de

VMFP

Supposons que le libre parcours moyen est petit devant la longueur de Debye et on note

€= (%)2 On choisit T'=Z, L = é, V= K‘f?;[th comme unités de temps, d’espace et de
vitesse respectivement. Apres quelques calculs (voir [BG1]) on obtient le systeme
e0ufe+v-Vofe) = (B-+ac(vAB)) - Vo fe = divy(vfe + Vo fo), (t,2,0) €]0, T[xR® x R?,
(8)
OE. —curl,B. = —(J —j.) = [ foudv—J(tx), (tx)€)0,T[xR? 9)
R3
aed; B, + curl,E. =0, (t,z) €0, T[xR?, (10)
div,E. = D(t,z) — p.(t,z) = D(t,x) — | f. dv, div,B. =0, (t,z)€]0,T[xR* (11)
R3
ol ¢ est un petit parametre et o = (TATO)Q On complete ces équations par des conditions
initiales
f-(0,2,0) = f2(x,v), (z,v) €R*xR? E.(0,7)=E’x), B.(0,2) = B%(z), »<cR*(12)
Notons que le terme non linéaire E. - V, f. est du méme ordre de grandeur que le terme
de diffusion de FP. Le régime asymptotique ¢ \, 0, & = O(1) est appelé limite champ

électrique fort.
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L’analyse de ces régimes est motivée par des applications dans les domaines des semi-
conducteurs et de l'interaction laser-plasma. Les limites champ fort ont été investiguées
par Poupaud [84], Arnold, Carrillo, Gamba et Shu [5], Ben Abdallah, Degond, Markowich
et Schmeiser [12], Degond et Jungel [39], Nieto, Poupaud et Soler [76], Goudon, Nieto,
Poupaud et Soler [61]. On raisonne par des arguments de compacité. Une deuxieme ap-
proche consiste a utiliser la méthode de I’entropie relative ou de 1'énergie modulée, intro-
duite par Yau [100]. Cette méthode a été utilisée pour traiter de nombreux modeles : rap-
pelons les travaux de Brenier [19], Brenier, Mauser et Puel [20], Golse et Saint-Raymond
[59] pour la physique des plasmas, Saint-Raymond [90], Berthelin et Vasseur [13]| pour la
dynamique des gaz, Goudon, Jabin et Vasseur [62] pour l'interaction fluide-particules.

Nous avons étudié la limite champ électrique fort des équations de VMFP3D par la
méthode de I'entropie relative. Nous travaillons avec des solutions fortes de ces équations.
Bien que la théorie des équations de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck (VPFP) soit bien
développée (voir les travaux de Carrillo et Soler [25], Victory [96] pour 'existence de
solution faible et ceux de Bouchut [16, 17], Degond [37], O’Dwyer et Victory [83] pour
'existence et I'unicité de solution classique) a notre connaissance il n’existe pas de résultats
d’existence /unicité pour la solution classique des équations de VMFEFP3D.

Pour tout ¢ > 0 on suppose qu’il existe une solution classique de (8 — 12) notée
(fe, E., B.). Pour identifier le systeme limite quand € \, 0 on peut procéder comme il

suit. En écrivant I’équation de Vlasov-Fokker-Planck sous la forme

v+ Ee(ta) |2 o+ Ee (t,2)|2

8tf€+v'vxf5—oz(v/\Be)-vaez%divy (e 2 V., (fee 2 >),

plta) _lotB@m)?

on en déduit formellement que lorsque € Y\, 0 nous avons f. ~ a2 ® 2, ce qui

implique j.(t,2) = [gs fov dv = —p(t,x)E(t,z). En tenant compte de I'équation de
continuité 0,p. + div,j. = 0 on obtient le systeme limite
Oip — div,(pE) =0, (t,x) €]0, T[xR?,
div,E = D(t,z) — p(t,x), curl,E =0, (t,2) €]0,T[xR?, (13)
OE — curl,B = —J(t,x) — p(t,x)E(t,x), div,B =0, (t,z)€]0, T[xR>.
L’étude de 'existence et 'unicité de solution classique pour (13) s’effectue en utilisant les

résultats de [76]. Soit (p, E, B) la solution classique de (13) et pour tout € > 0 on définit

I’entropie relative

1 1
H.(t) = 5/ fo(In fo + =|v + E|?) dvdz + = /(|EE — E|? + ae|B. — BJ?) dx.
R3 IR3 2 2 R3
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L’idée est d’analyser la variation en temps de cette quantité. Ceci nous permet de controler
I’entropie relative H.(t) ainsi que sa dissipation fOT Jas Jes W (v+E)+2V \/fo|* dvdadt.
On déduit les convergences lim o( E., /e B.) = (E,0) dans L>(]0, T'[; L*(R?))5, lim o B.
= B dans D'(]0, T[xR?)?, lim.\ o p. = p dans C°([0, 7], M(RR?) faiblement *) et lim o j. =
—pE dans M([0,T] x R3)? faiblement * (on a noté par M(X) 'ensemble des mesures de
Radon bornées sur X). La derniére convergence est obtenue en exploitant la dissipation

de I’entropie car nous avons

T T
/ je + peB| dadt < / / / VI + E) 4 2V/f.| dvdadt.
0 JR3 0 JR3 JR3

Il est possible de justifier la convergence (dans un certain sens) des densités de partic-

~3/2—[v+B(t) /2.

ules f.(t,x,p) vers p(t,x)(27) En utilisant les inégalités logarithmiques

de Sobolev (cf. [4, 3]) et I'inégalité de Csiszar-Kullback-Pinsker (cf. [70, 35]) on montre

que pour toute fonction ¢ € CO(R3) N L*>°(R?) nous avons

. p(t,z) _pre@a?
ll{%/ /R3 /11{3 (f6 V) — (271‘)3/26 2 ) o(x) dx’ dvdt = 0.

2.2 Limite champ faible du systeme relativiste de VMFP

D’autres régimes asymptotiques des équations de VMFEP ont été mis en évidence,
notamment les limites de diffusion. On suppose que le libre parcours moyen adimensionné
est petit et que la vitesse thermique adimensionnée est inversement proportionnelle au
libre parcours moyen adimensionné. Cette limite est appelée limite champ faible car dans
ce cas le terme de collision domine le terme de transport. Les limites champ faible des
équations de VPFP en 2D et 3D ont été étudiées par Poupaud et Soler [82]. Ils montrent
un résultat de convergence locale en temps, un résultat de convergence globale en 2D sous
des hypotheses moins restrictives étant obtenu par Goudon [60]. Dans le cas attractif le
systeme limite est connu sous le nom du modele de Smoluchowski, voir Chandrasekhar
[26], Chavanis, Sommeria et Robert [27]. Le méme modele a été proposé par Keller et
Segel [67] pour décrire I’évolution de certains systémes en biologie.

L’étude de ces régimes permet d’établir des liens entre les modeles cinétiques et les
modeles fluides et repose sur des techniques d’approximation par diffusion, utilisées dans
la neutronique [8], la physique des semi-conducteurs [58, 81] et le transfert radiatif [7].

Nous nous sommes proposés d’étudier la limite champ faible des équations relativistes
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de VMFP en une dimension d’espace et deux dimensions d’impulsion

1 1 1
Onf* + ~vi(p)0f* + <EE§ + v2(p>Be) Op, [* + (EES - vl(p)Be) Op. f*

1 3 & 3
= Sdiv(Vpf*+ o) f7), (t2.p) €0, T[xR x R,

1
O E] = —Ejf(t,x) + J(t,z), 0.E] =p°(t,x) — D(t,x), (t,z)€]0,T[xR,
1
OE5 + 0,B. = —gjg(t, r), €20,B. + 0,E5 =0, (t,z)€)0, T[xR, (14)

ol p° = [oo fEdp, J© = [g. fu(p)dp et D, J : [0,T] x R — R sont des fonctions données
vérifiant I’équation de continuité 0, D+0,J = 0. Nous présentons ici les arguments formels
qui permettent d’obtenir les équations du modele limite. En multipliant I’équation de

Vlasov par ep; on trouve aprés intégration par rapport a p € R?
0 [ mf dpv 0. | oS dp— Eipf - eBugi = 0 — .
R2 R2

A I’exception du terme 0, fRQ v1(p)p1fedp on devine facilement les limites quand € \, 0
de tous les autres termes de I'égalité précédente. Pour traiter le terme 9, [, v1(p)p1fedp

nous analysons la dissipation de ’énergie et I’entropie. Nous montrons que

1 T £ € 2
sup (—2/ // Vof” + v(p) f7] dpdmdt) < +o00,
>0 \&° Jo JrJR2 fe

et on en déduit que fé(t,z,p) ~ p(t,x)f;p) ou E(p) est I'énergie relativiste (adimen-

sionnée) et K = [o, e~€®dp. Dans ce cas nous avons

t,x _
[ onmnr dp= =2 [ i () dp = ol
R2 R2

et nous obtenons formellement la convergence lim.\ 0, fR2 vi1(p)p1fédp = Opp. Finale-

ment on trouve les équations limites
OB, + pEy, — 0’FE, = 0,D+ J, 0,F,=p—D, (t,z)€[0,T] xR.

Les preuves reposent sur des arguments de compacité. Un des points délicats consiste
a montrer des estimations uniformes pour les normes L* de (E¢).vq, (¢6B%).~o. Ces
estimations sont obtenues en adaptant la méthode utilisée par Glassey et Schaeffer [51]
cette fois-ci dans un cadre collisionnel. Les normes L? de (E¢).sq, (€B%).>0 sont estimées
en utilisant les bilans habituels d’énergie et entropie. Soient les limites faibles (Fs, A) =

lime o(E5, €B°) dans L*(]0,T[xR)% En passant a la limite quand ¢ \, 0 dans (14)
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on en déduit que 0,Fy = 0,A = 0 (on démontre préalablement une borne pour ]?E dans
L*(]0,T[; L*(R)?) et par conséquent Fy = A = 0 car Fy, A € L*(J0,T[xR). En faisant
une analyse plus détaillée on montre les convergences lim o(e "' F5, B) = (0,0) dans

D'(]0, T[xR)2.

3 Modeles réduits pour l'interaction laser-plasma

Publications : [B12, B14, B15, B16, BL, B17].

On considere une population d’électrons relativistes dont la densité est notée F' =
F(t,z,p), qui se déplacent sous ’action du champ électromagnétique (E, B). Si on néglige
les collisions, I’évolution de ce systeme est décrite par les équations de VM. Récemment un
modele réduit de VM a été introduit pour étudier I'interaction laser-plasma. On suppose
que les inconnues (F, E, B) dépendent d'une seule variable spatiale, notée x, et que les
électrons sont monocinétiques dans les directions orthogonales p,,p.. Apres quelques
transformations (voir [65]) on obtient le systeme réduit en une dimension d’espace et une

dimension d’impulsion

of+ Lo f— (E(t,x) + A(t"”axA) 9,1 =0, (15)
! V2

81€2A - agA = Py (tv :E)A(t, :L‘), (16)

atFJ - j(t,ﬂf), aIE = pea:t(x) - p(t’ x)? (17)

ol {p, Py, j 1t x) = [p{1, %2, ,%}f(t,a:,p)dp, 1,72 sont des facteurs de Lorentz et peu
est la densité du fond neutralisant des ions. Dans le modele d’origine (appelé fortement

relativiste (FR)) les facteurs 71,7, sont donnés par
n == (1+[pf + A, 2) )2 (18)

Malgré sa basse dimension, le modele FR est difficile a étudier a cause du couplage
fortement non linéaire entre les variables cinétiques et électromagnétiques, donné par
(18). Deux modeles simplifiés ont été introduits : le modele non relativiste (NR), obtenu
en remplacant la dynamique relativiste par celle newtonienne (y; = v, = 1) et le modele
quasi relativiste (QR), dans lequel v, = (1 4 |p|?)'/2, 72 = 1 . Notons que les solutions

des modeles NR et FR sont des solutions exactes des équations de VM dans les cas
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non relativiste et relativiste respectivement. En revanche, le modele QR n’est quune

approximation du modele FR. Les modeles sont complétés par des conditions initiales

(0, z,p) = fo(z,p), (z,p) € R, (E,A,0,A)(0,2) = (Ey, Ay, A1) (), v € R. (19)

3.1 Etude théorique du modele FR

Les modeles NR et QR ont été étudiés tres récemment par Carrillo et Labrunie [24]. IIs
montrent des résultats d’existence et unicité locale en temps dans le cas NR et globale en
temps dans le cas QR, mais la méthode utilisée ne permet pas de traiter le cas FR. Je me
suis proposé d’étudier le cas FR en utilisant la méthode introduite dans [B7]. Pour tout
couple de champs réguliers E € L>(]0, T[; W (R)), A € L>*(]0, T[; W?>(R)) on définit

I’application F donnée par
(E,A) — fpa— (E,A) = F(E, A),

ol fg a est la solution par caractéristiques de (15) associée aux champs E, A et les nou-

veaux champs F, A sont définis par

/R Bt 2)p(x) do — / Eo(x)o(x) do + / / Fola p / O dudpdr, (20)

pour toute fonction ¢ € L'(R) et
T+t

A(t, r) = 1(Ao(x +1t)+ Ag(x — t)) + %/ Ai(y) dy

_ // N pw )(s,y) dyds, (t,z) € [0,T] x R. (21)

On anoté par (X, P) = (X(s;t,z,p), P(s;t, z,p)) les caractéristiques de (15). Evidemment
la définition de A provient de la résolution de (16) par la formule de Duhamel. Justifions
maintenant la définition (20). Notons tout d’abord que si Fy € L*(R) et f, € L'(R?),
le membre droit de (20) varie linéairement et continiment par rapport a ¢ € L'(R) et
par conséquent E(t,-) est bien défini dans L°(R) pour tout t. D’autre part la premiere

équation de (17) implique

/R{E(t,x)—Eo(x)}go(x) de — //JEA 5, 2)p(x) dzds
- /0 /R /R fE,A<s,t:c,p>?o<x> dpdads
= [ [ ften) [ GexX(e) dsdpaa
= /R /R fo(z,p) L X(tfoﬂzﬁ)) dudpdr,



ce qui nous conduit a la définition (20). Sous des hypotheses appropriées (typiquement
on suppose que fy est de masse et énergie finies et que (Ey, Ag, A1) sont réguliers) on
montre l'existence d’'un domaine Dy C W1(]0, T[xR) x W?2>(]0, T[xR) qui est laissé
invariant par l'application F. Pour établir ces estimations on utilise a plusieurs reprises
la formulation par caractéristiques de (15), un des points clé étant le fait que la vitesse
des particules au long des trajectoires ne dépasse pas la vitesse des caractéristiques de
I'équation des ondes (16). Notons également qu’il est nul besoin d’imposer la compacité

du support en impulsion de la densité initiale fy. L’étape suivante consiste a estimer

F(E1, Ay) — F(Ey, As). On introduit la notation
(B, AN = [[E@) |z + [[AD)[ 12 + [|02A®) ([ 220 + [|O:AR)][ 1o

On raisonne par la dualité (L>°, L'). Par exemple on écrit pour toute fonction ¢ € L'(R)

< [ [aen| [ )

Xa(t;0,2,p)

< /|<P(U>|//fo($7p)1{|uXl(t)<|x2(t)Xl(t)|}dpdxdu,
R R JR

ol (Xp, Py)req,2y sont les caractéristiques associées a (Ej, A)req1,2y- Par la dépendance

/R(El(t,a:) — Eg(t,x))go(x) dx dpdzx

continue des caractéristiques on obtient apres quelques calculs
t
I(Br — Ba) ()1 < 0/ (Ey = Bay Ay — As)(s)l[| ds, V't € [0,T).
0

De manieére similaire on estime les normes L™ de (1211 — Ay, 0,A; — 9,A5, 9, A — 8t/~12) et
finalement on montre qu’il existe une constante C' qui dépend des conditions initiales et

T telle que

1IF(Er, A)(t) = F(Ea, A) (@I < O/O 1I(Ex — Ea, Ay — As)(s)||| ds
+ O [|Ai(t) = As(t)|| =, ¥ t € [0,T].

Par la méthode des approximations successives on montre

Théoréme 3.1 (cf. [B17]) Soient fo > 0, pext > 0, Eg € WH®(R), Ag € W»*(R), A €
WA (R) vérifiant (1 + [p)fo € LAB2), pog € LR) 1 L=(R), B = pout — fy fo dp.
Supposons qu’il existe une application bornée nyg : R — [0,400] croissante sur R™,
décroissante sur RT telle que fo(z,p) < no(p), (x,p) € R?, (1+ |p|)ng € L'(R). Alors
il existe une unique solution globale (f, E, A) de (15 — 19) vérifiant f > 0, (1 + |p|)f €
L>(]0,T[; L'(R?)), [o f(,-p)(1+|p))dp € L>(]0,T[xR), E € W'>(]0,T[xR), A €
W2(]0, T[xR), ¥ T > 0.
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3.2 Solutions stationnaires des modeles NR, QR et FR

J’ai étudié l'existence de solution stationnaire pour les modeles d’'interaction laser-

plasma dans un intervalle, avec des conditions aux limites

%am f- (E(:@ + %Am) 0,f =0, (z,p) €]0,1[xR, (22)
fla=0,p>0)=go(p), fla=1 p<0)=glp), (23)
E'(z) = pext(x) — p(z),  €]0,1], /01 E(z) dz = ¢1 — ¢, (24)
—A"(2) 4 poy(2)A(z) = 0, z €]0,1], A(0) = Ay, A(1) = Ay, (25)

ot {p, py, } = Jp {1, %}f(, p)dp. Ici go, g1, pexs sOnt des fonctions connues et ¢g, @1, Ag, A
sont des réels fixés. Rappelons que les facteurs de Lorentz 1, v2 sont donnés par 7, = y5 =
1 dans le cas NR, v, = (1+|p[*)'/2, v, = 1 dans le cas QR et y; = 7o = (1+|p|>+|A(z)[?)"/?
dans le cas FR. On utilise le théoreme de Schauder en définissant une application de point

fixe au niveau des champs (F, A). On doit estimer les densités de charge et de courant.

Un des ingrédients principaux est la conservation de I’énergie au long des caractéristiques.

Proposition 3.1 (¢f. [B12]) Soient E € Wh>=(]0,1[), A € W>>(]0,1]) et ® une primi-
tive de E, i.e., ® = E. On note par W [’énergie totale

2 A(r) 2
W(z,p) = % + % + ®(z), dans le cas NR,

1 A(x)]?
W(z,p) = (1+p|*)* + | g)’ + ®(x), dans le cas QR,

W(z,p) = (1+|p|* + |[A(2)|*)? + ®(z), dans le cas FR.
Alors pour toute caractéristique (X (s), P(s)) nous avons

d
T W(X(s),P(s))} =0, sin <5< Sout-

En utilisant la conservation de I’énergie on montre ’existence d’une impulsion critique
po > 0 telle que toute caractéristique issue de (x = 0, p > pg) sort de U'intervalle |0, 1]
par 'extrémité droite en temps fini et toute caractéristique issue de (z = 0, 0 < p <
po) “fait demi-tour” a lintérieur de l'intervalle ]0,1[ pour resortir eventuellement par

I'extrémité gauche de ]0, 1] en temps fini (voir [B12] pour un énoncé précis). De maniere

analogue on construit 'impulsion critique p; < 0 associée a 'extrémité droite x = 1. Ces
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propriétés géométriques s’averent tres utiles pour 'estimation des moments de la solution
par caractéristiques de (22). Supposons que

G=/ 2 50(p) dp—/ L g1 (p) dp < +o,
y4 p<0

>0 V1 Al
et cherchons une borne pour j* := [ {’ﬂ f(-,p) dp dans L>(]0, 1) avec p* = max{0, +p}.
En faisant appel a la formulation par caractéristiques nous avons pour toute fonction

¢ € L'(]0,1]) non négative

[ @i = / [ 1w piota) dpia

-y I ‘p'gk@) [T (PR ) dsap

o 7 (—1)Fp>0 71 71(s)

Prenons par exemple £ = 0 et p > py. Dans ce cas P(s;0,p) > 0 pour tout 0 < s <
Sout (0, 0) €t X (Sous(0,p)) = 1. On obtient

sout (0,9) / p s;0,p + sout (0,9) 7 X
/ (M) S(X(5:0,p)) ds — / WX (X (5:0,0)) ds = olluon.
0 71(8) 0 ds

Les autres cas se traitent de la méme maniere. Finalement on obtient

/Oj+<> (2) dz < G @l o, ¥ o € L1(0, 1)),

et par conséquent [|jT ||z~ < G. De la méme fagon on montre que ||j~ ||z~ < G. Notons
qu'on a obtenu des bornes indépendantes des champs (F, A). Il est également possi-
ble d’estimer les moments de fg 4 en controlant la variation de I'impulsion au long des

trajectoires comme cela a été fait dans le Lemme 1.1.

Lemme 3.1 (¢f. [B12]) Soient E € Wh>=(]0,1]), A € W»*(]0,1[) et Dxgr, Dgr, Drr

les quantités définies par

=

Dyr = (2 |E|lge + 2 [[All Lo | A |L)?

Dar = (Bor(1+ Bar))? , Bor =4 (1Ell= + [All= A1),
Den = mac{ Al (B (e + (1 + 14T09) | e =8 VE (1Bl +14"] ),
Pour toute caractéristique (X, P) de (22) nous avons
|P(s1) — P(s2)] <2D, sin <51 < 83 < Sout,
ot D = Dypg dans le cas NR, D = Dgr dans le cas QR, D = Dpg dans le cas FR.
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On obtient le résultat d’existence

Théoréme 3.2 (cf. [B12]) Supposons que gy € L'(0, +00)NL>®(0, +00), g1 € L'(—00,0)N
L>®(—00,0), go, 91 = 0, pext € L®(R), pext > 0, o, ©1, Ao, A1 € R. Alors il existe une
solution stationnaire (f > 0,E,A) € L'(R?) N L®(R?) x Wh>(]0,1[) x W2>(]0,1]) de
(22 — 25).

3.3 Reégimes harmoniques pour 'interaction laser-plasma

Nous avons étudié une classe particuliere de solutions pour les modeles d’interaction

laser-plasma : il s’agit de solutions avec potentiel vecteur polarisé circulairement
Ay(t,z) = a(x) cos(wt), A,(t,z) = a(x)sin(wt).
Dans ce cas on obtient le systeme

s+ Lo.s - (E(t, o) + @a%x)) 9f =0,
1

V2
—w’a(z) — d"(x) = —p,(t,2)a(),
OE =j(t,z), OLE = pew(x) — p(t, x),

avec 71 = 3 = 1 dans le cas NR, v, = (1 + p?)"/2,v, = 1 dans le cas QR et v, =
7o = (1 + p* + a(x)?)'/? dans le cas FR. En supposant que le potentiel électrique, noté
¢, ne dépend pas du temps on peut considérer des distributions boltzmanniennes du type
f ~ e W@P) ou I est I'énergie d’une particule : W (z, p) = %—I—@%—gb(w) dans le cas NR,
W(z,p) = (1+p?)/2+ @ +¢(z) dans le cas QR et W (x, p) = (1+p? +a(x)?)Y2 + ¢(z)
dans le cas FR. Pour simplifier, présentons ici le cas NR. On se place dans le cadre des
solutions périodiques en espace, de période L. Notons que I'équation O;F = j est vérifiée

trivialement et par conséquent on se ramene a la résolution du systeme

f(x7p> - KB_W(x’p)a

plz) = K (2m)he "5 9@, (26)
&'() = peon() — (), (27)
—a"(z) + p(z)a() = wPa(z), (25)

ou la constante K se calcule en imposant la condition de neutralité fOL pdxr = fOL Pextdr =:

M. L’étude de (26 — 28) s’effectue par une procédure de point fixe : pour a donné
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on détermine 'unique solution du probleme de Boltzmann (26 — 27) en minimisant la

fonctionnelle convexe

J[p]:/OL{plnp%‘%M

sous la contrainte fOL p(x)dx = M (cf. [21, 44]) ; ensuite on considere la fonction propre

" 1a<x>ﬂp<x>} d,

2

. s s N N ’ 2 e
normalisée associée a la premiere valeur propre de 'opérateur —dd? + p avec des conditions

aux limites périodiques. Nous renvoyons a [BL] pour les détails de démonstration.

3.4 Les équations de Nordstrom-Vlasov 1D

On considere une population de particules dont on néglige les collisions qui interagissent
par des forces gravitationnelles. La dynamique du systeme est décrite par les équations
d’Einstein-Vlasov (voir [2, 85, 86]). Il existe un modele simplifié obtenu par le couplage

d’une équation cinétique de Vlasov avec la théorie gravitationnelle de Nordstrom [77]

OF +v(p) - VoF = (016 + v(p) - Vad)p + (1+ [p) 3V.0) - V,F =0,

)

T F t?'I?p
O2p — Ny = _(N+1)e(t, )/ (—2)1
BN (14 |p[?)2

ouv(p) = W est la vitesse relativiste d'une particule animée de I'impulsion p € RV,
N € {1,2,3} (on suppose que la masse des particules, la constante gravitationnelle et la
vitesse de la lumiere sont égales a I'unité). Il convient de faire le changement d’inconnue

f(t,x,p) = eNFVIE2) (2 2 p) et on obtient le systéme
Ouf +v(p) - Vo = (SO + (1+p) 3V.0) - V,f = (N+1)f(S0),  (29)

f(t,z,p)
PRo— Dod = —u(t.x), pltr)= [ 20l
¢ ¢ =—p(t,z), pt, ) /RN 0t )

ou S =0, +v(p)- V. On complete ces équations par des conditions initiales

dp, (30)

f(07 ) ) = fo, ¢(0> ) = Y0, 8t¢(07 ) = ¥1. (31)

Le systeme (29 — 30) est appelé le systeme de Nordstrom-Vlasov (NV). Il a été étudié
récemment par Calogero et Rein, voir [22] pour 'existence et I'unicité de solution classique
et [23] pour I'existence de solution faible. En particulier dans [22] on montre l'existence
globale et I'unicité de la solution classique en une dimension pour des données f, € C!(R?),

o € CZ(R), 1 € CHR) (ici CF représente 'ensemble des fonctions de classe C* avec
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les k premieres dérivées bornées). Notons la ressemblance du modele de NV avec celui
de l'interaction laser-plasma. Je me suis proposé de montrer un résultat d’existence
globale et unicité de la solution par caractéristiques pour NV1D sous des hypotheses
moins restrictives en adaptant la méthode utilisée pour traiter le modele d’interaction

laser-plasma.

Théoreme 3.3 (¢f. [B1}]) Soient py € W?*(R), p1 € WI*(R), 0 < fy € L'(R?) et
supposons qu’il existe une fonction bornée gy croissante sur R™, décroissante sur R* telle
que fo(z,p) < go(p), V (x,p) € R%, (1 + [p|)go € L'(R). Alors il existe une unique
solution globale de (29 — 31) vérifiant (f > 0,¢) € L*>(]0,T[; L'(R?)) x W*>=(]0, T[xR),
VT >0.

Dans [B15] on a étudié 'existence de solution faible stationnaire des équations de

NVI1D

v(P)duf — (1+p?)2¢(2)8,f = 2f (, p)v(p)¢' (2), (z,p) €]0,1[xR, (32)
weoN f(z,p) .
0w = [ el 33

avec les conditions aux limites
flx=0,p>0)=go(p), flx=1,p<0)=aq(p), (34)

#(0) = o, o(1) = 1. (35)

Comme pour les modeles d’interaction laser-plasma on se sert de la conservation de

I’énergie des particules au long des trajectoires
d
CLWX(5), P()} =0, Wla,p) = (14592650 1,
S

et des propriétés géométriques des caractéristiques de (32), notée (X, P). Par une procédure

de point fixe on montre le résultat

Théoréme 3.4 (cf. [B15]) Soient @y, 1 € R, go, g1 > 0 vérifiant

e [ () dp-c? [ op(p) dp < +o0, max{lgnle eyl lmis) < +ox.
p>0 p<0

Alors il existe au moins une solution (f > 0,¢) € (L*=(]0,1[; L*(R)) N L>=(]0, 1[xR)) x
W2>=(]0,1[) de (32 — 35).
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Un autre probleme intéressant est l’analyse du comportement asymptotique des so-
lutions stationnaires associées a des conditions aux limites singulieres, comme cela a été
fait pour les équations de VP1D [40] ; pour € > 0 on considére (f.,#.) une solution

stationnaire de (32,33, 35) vérifiant

fle=0p>0)=g0) = 50 (1) fle=Lp<0)=0,

ot g > 0 est une fonction donnée telle que v = [, ug(u)du < +oo. Les fonctions (g:)es0

modélisent une approximation d’une densité monocinétique de courant ~y, car nous avons

lim v(p)ge(p) dp = lim g(u) du =~

N0 Jpso 5\0/ V1+ 52u2
Théoreme 3.5 (cf. [B15]) Soient wo > @1, 0 < g € L¥(RT) telle quey = [, ug(u)du <

+00. Alors nous avons les convergences
li\r% ¢. = ¢ dans C'([0,1]), li\r% fe = f dans M([0,1] x R) faiblement x,

ou ¢ € CY([0,1]) N C%(]0,1]) est l'unique solution de

1 o Y B B
V@) = e vanme =y L0 60 =g @(1) = ¢,
et
’y —
f(xvp) = P ey — 1) (p — e2po—2¢(z) _ 1) .

Le résultat d’existence de solution stationnaire pour les équations de NV a été étendu

en 3D [B16]. On utilise & nouveau la conservation de I’énergie des particules, qui s’écrit

1
[P\ e
W,(x,p) = mc? <(1 + —y -1

ou m représente la masse des particules et ¢ est la vitesse de la lumiere. On montre

également la convergence du modele de NV vers celui de VP gravitationnel lorsque ¢ tend

vers 'infini.
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4 Une méthode particulaire pour la résolution numé-
rique des équations de VM1D

Publication : [B18§]

Il existe de nombreuses méthodes pour "approximation numériques des équations de
VM. En particulier on peut utiliser des méthodes particulaires qui consistent a remplacer
la densité de particules par une collection finie de macro-particules [15]. A chaque pas
de temps on calcule les nouvelles positions et impulsions des macro-particules a 1’aide des
caractéristiques de 1’équation de Vlasov. Les valeurs du champ électromagnétique sont
déterminées en utilisant une discrétisation des équations de Maxwell. Pour la mise a jour
du champ électromagnétique on doit approcher les densités de charge et de courant (qui
sont les termes sources des équations de Maxwell) ce qui nécessite a controler le gradient
de la fonction de distribution.

Les méthodes particulaires ont été étudiées par Cottet et Raviart [30, 31], Schaeffer
[92], Wollman [98, 99], Ganguly et Victory [49], Glassey et Schaeffer [52], Victory et
Allen [97]. En général on impose des conditions initiales assez régulieres de sorte qu’il
existe une solution exacte réguliere pour les équations de VP ou de VM. Mais dans la
pratique la distribution de particules chargées n’est qu'une fonction L', d’énergie cinétique
finie. Je me suis proposé de construir un schéma numérique basé sur la formulation par
caractéristiques de I'équation de Vlasov, permettant le traitement des conditions initiales

L'. On consideére ici les équations relativistes de VM1D

Ouf +v(p)0f +q B(t,2)0pf =0, (t,3,p) €0, TXR x R, (36)
(¢ t
o =200 g g PTGy o TIxR, (37)
€0 €0
ot v(p) = £ (1 + n'f;‘;>7§ est la vitesse relativiste. On choisit des unités telles que

m=1,qg= 1,69 = 1. On complete les équations (36, 37) par les conditions initiales
f(oaxap) = fO(xap)a (:L’,p) € Rz? E(O,l’) = E0($), VIS Ra (38)

et on suppose que

H1) il existe une fonction gy € L'(R) N L>°(R) croissante sur R~ et décroissante sur Rt
telle que 0 < fo(x,p) < go(p), V (z,p) € R? ;

H2) fo € L'(R?) ;
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H3) Ey € L*(R) tel que Ey = po := [, fo dp.

Sous ces hypotheses on montre cf. [B7] qu'il existe une unique solution globale (f, F) €
L>(]0, +oo[; LY (R?)) x L>®(]0, +00[xR) avec E € W>°(]0, T[xR), VT > 0 et f solution

par caractéristiques. Cette solution se propage a vitesse finie.

Théoréme 4.1 (c¢f. [B18]) Soient (f§, E§)req1,2) des conditions initiales vérifiant H1-H3
et notons par (fF, Ek)ke{m} les solutions globales correspondantes. Alors pour tout R > 0

il existe une constante C(R/c) telle que pourt € [0, R/c]

1B ()= E2(8) | ety et <c( )(Ilfo Pl + 1B = B2l qorm) -

En particulier si f3(z,p) = f&(z,p) V (z,p) € [-R,R] x R et E}(z) = Ei(z) V x €

[—R, R], alors pourt € [0, R/c] nous avons
fl(t,a:,p) = f2(t,x,p), v (x,p) € [_(R_ Ct)aR_ Ct] X Ra
E'(t,z) = E*(t,z), Vo € [-(R—ct), R — ct].

Présentons maintenant le schéma numérique. Soient fy, Fy vérifiant les hypotheses
H1-H3. On considere les pas de temps At, d’espace Az, d’impulsion Ap. Pour (n,i,7) €
N x Z? on note t" = nAt, z; = iAz, p; = jAp et

5.
0
0 = fo(z,p) dpdzx.
T AzAp |lz—zi| <52 J |p—pjl< 5P

Bien évidemment nous avons Y-, sz AvApfy = || follr1@2). Notons par (f, E) la so-

lution exacte de (36 — 38). En utilisant 'équation 0;F = —j et la formulation par

caractéristiques de (36) on trouve

/RE(t,:U)G(x) da::/Eo( d:z:—//fo z,p / tog(’fj) dudpdz,  (39)

pour toute fonction § € LY(R), ou (X, P) sont les caractéristiques de (36) associées au
champ électrique E. On fixe une fonction ¢ non négative, a support compact, telle que
Jg ¢(u) du = 1. En s’inspirant de (39) on définit notre schéma comme il suit

- on démarre avec (X[, P)) = (zi,p;), (i,7) € 2 ;

- pour tout n > 0 on calcule (X”Jrl Pg“)(z‘,j)ez? en utilisant les formules

X = X2+ At o(PR), (i,5) € Z2, (40)
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n+1 __ n n n .. 2
Pij - Pij + At E (Xij)v (Zaj) €L ’ (41)

ou le champ E"™ est donné par

E"(-) - Y /X'n (“A;') du. (42)

(i,5)€2?

On montre 'estimation d’erreur suivante

Proposition 4.1 (c¢f. [B18]) Soient (f, E) la solution exacte de (36 —38), (X, P) les car-
actéristiques associées a F et (XZ, Pn)(mi,j)eNxZQ; (E™)nen la solution numérique donnée
par (40 — 42). Alors il existe une constante C' qui dépend des conditions initiales et
T = NAt telle que pour 0 <n < N

5 {15 = X0, 17— PO} + 18 = B e
i,j)€Z2?

< CO(At+ Az + Ap).

Clairement on peut calculer seulement un nombre fini de caractéristiques approchées
(X5, P7r). On peut rendre le schéma théorique (40 — 42) utilisable en pratique en faisant
appel a la propagation a vitesse finie pour localiser en espace et en négligeant la densité
initiale fo pour |p| assez grand (c.a.d. fjj = 0 pour |j| assez grand), voir [B18§].

Pour tester cette méthode on cherche a construir une solution analytique des équations

de VM1D. Ceci est possible dans le cas non relativiste
of +v0.f+ E0,f=0, O.F=—j:= —/vf(t,x,v) dv.
R

Remarquons que la solution exacte vérifiant les conditions initiales

f(0,z,v) = P e 2, E(0,z)=+/pb.
2ml

est donnée par

P (v—VBsin(/p 1))?

W@‘*, E(t,z) = WCOS(\/ﬁ t).

Les caractéristiques de ’équation de Vlasov se calculent par les formules

flt,x,v) =

X(t;0,z,v) =x + tv + \/g(l —cos(y/pt)), V(t0,z,0)=v+ VOsin(y/pt).

Les Figures 1 — 3 illustrent des comparaisons de la solution calculée numériquement par

rapport a la solution analytique.
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5 Solutions périodiques et presque-périodiques

Publications : [BN, B9, BS]

Nous présentons ici quelques résultats concernant I'existence de solutions périodiques
ou presque-périodiques. Dans les deux premiers paragraphes il s’agit de périodicité
(presque-périodicité) en temps. Dans le dernier on s’intéresse a l'existence de solution
périodique en espace pour une équation dite d’enveloppe, utilisée pour 1’étude des fais-

ceaux de particules chargées.

5.1 Solutions périodiques en temps des équations d’Hamilton-

Jacobi du premier ordre

On étudie l'existence de solution de viscosité périodique en temps des équations

d’Hamilton-Jacobi de la forme
O + H(x,u, Du) = f(t), (x,t) € RV xR, (43)

ou H et f sont continues, f étant périodique en temps. Evidemment I'étude de (43)
repose sur les résultats d’existence et unicité pour le probleme de Cauchy associé, voir
les travaux de Crandall et Lions [32, 33|, Lions [72], Crandall, Evans et Lions [34] ou la
notion de solution de viscosité a été introduite et ot on étudie I'unicité et la stabilité de

ce type de solution pour les équations plus générales
O+ H(x,t,u,Du) =0, (z,t) € RVx]0,T],

avec la condition initiale u(z,0) = wuo(z), x € RM. Pour des résultats généraux
d’existence on peut consulter Souganidis [94]. On suppose que 'hamiltonien H vérifie

les hypotheses usuelles parmi lesquelles la croissance ”stricte” par rapport a u
VR >03yg > 0: H(z,u,p)—H(z,v,p) > yr(u—v), Vo,p € RN, —R < v < u < R, (44)
et la coercivité
VR > 0, ‘plligrloo H(z,u,p) = +o0, uniformément pour (z,u) € RY x [-R, R].  (45)

Rappelons que 'hypothese (44) joue un role crucial dans la preuve de l'unicité et que

I'hypothese (45) implique la régularité lipschitzienne de la solution. L’existence de solution

33



de viscosité T périodique en temps résulte facilement dans le cas des hamiltoniens vérifiant
(44). Pour cela il suffit d’étudier le comportement en temps long du probleme de Cauchy
avec une condition initiale arbitraire, par exemple u(x,0) = 0, x € RY. On montre
immédiatement que [[u(-,t +7T) — u(:,t)||po@ny < Ce™ ™, ¢t >0 avec v > 0 et on conclut
facilement en étudiant la suite (u,), = (U|r~ xfur,(n41)7])n- L'unicité est immédiate car si

u, v sont solutions 1" périodiques alors
Ju(-,T) — U('vT)“LOO(RN) < 6_7T||U('70) - U(',O)HLOO(RN),

ce qui implique u(-,0) = v(-,0) et par conséquent u = v. Le cas des hamiltoniens seule-

ment croissants par rapport a u

est beaucoup plus délicat. Il est tres important car en particulier c¢’est le cas des hamil-
toniens qui ne dépendent pas de u. Pour traiter ce cas on utilise un résultat de comparaison

légerement amélioré.

Proposition 5.1 (¢f. [BN]) Soient u une sous-solution de viscosité bornée s.c.s. de
O + H(z,t,u, Du) = f(z,t) dans RN x]0,T[ et v une sursolution de viscosité i.s.c. de

Ow + H(z,t,v, Dv) = g(x,t) dans RN x]0, T[. Alors nous avons

sup (u(z,t) —v(z,t)) < e sup (u(z,0) —v(z,0))+ + sup /tsup (f(z,0)—g(x,0)) do,
TERN z€RN 0<s<t Js zeRN (47)

oty = YRy, Ro = max{||u|| L@y i1 |0l Lo@y <0} €t on a noté par (-)+ la partie

positive.

En utilisant le principe de comparaison classique on aurait obtenu

() = vl ) lliemny < 1w, 0) = v(- 0)4ll o)

= [ ) = gl ds. @9

A noter la présence du terme (f — ¢)4 dans le membre droit de (48) alors que dans (47)
on voit apparaitre f — g.

De l'inégalité (47) on déduit facilement que si u est une sous-solution de viscosité
bornée, s.c.s. T périodique et v est une sursolution de viscosité bornée, s.c.i. T périodique

alors

sup (u(z, t) — v(, £)) < sup / (f(0) — g(0)) dor. (49)

xRN s<t
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Soit H vérifiant (46). Voyons comment on peut procéder pour montrer l'existence de
solution de viscosité T" périodique de (43) dans ce cas. L’idée est de se ramener a ’étude

de I’équation stationnaire
1 T
H(z,U,DU) = (f) := :F/ f@t)dt, xeR". (50)
0

Supposons par exemple qu’il existe une solution de viscosité bornée V' de (50). On utilise
la méthode de la pénalisation : pour tout a > 0 il existe une unique solution périodique
v, de

(Vg — V() + 0o + H(z,v4, Dvg) = f(t), (z,t) € RY xR,

car I'hamiltonien H,(z,v,p) = a(v — V(x)) + H(z,v,p) vérifie bien (44) avec v =
a, VR > 0. Il s’agit maintenant de chercher des estimations uniformes par rapport a «
pour conclure en utilisant le résultat de stabilité. On utilise I'inégalité (49). En observant

que V vérifie
a(V() = V(2) + OV + H(z,V,DV) = (), (z,t) €RY xR,
on en déduit que

5Pl < inf [17(0)~(0)do < va-V< sup [(£0)~(1)}do < 17~(Dllwon

s<t
L’inégalité (49) permet également de montrer que (v,)a>0 sont uniformément lipschi-

tziennes en temps, car nous avons pour tout (z,t) € R¥N x R, h € R

vyt + h) = va(,t) < Sup/ (Flo +h) = f(0)) do < 20| - | f | ee-

s<t
En utilisant ’hypotheése (45) on montre par des arguments classiques que (v4)a0 sont
aussi uniformément lipschitziennes par rapport & € RY. En passant & la limite quand
a N\, 0 on en déduit que v = lim,~\ o v, est une solution de viscosité T" périodique de (43).

On a montré le résultat (voir [BN] pour un énoncé précis)

Théoréme 5.1 Soient H = H(x,z,p) un hamiltonien vérifiant (46), (45) et f € C(R)
une fonction T périodique. Alors il existe une solution de viscosité bornée, lipschitzienne,

T périodique de (43) ssi il existe une solution de viscosité bornée de (50).

Nous avons analysé le comportement en temps long du probleme de Cauchy

O+ H(z,u, Du) = f(t), (z,t) € RNX]O, +o0l, (51)
u(z,0) = ug(z), =€ RY.
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Nous avons vu que pour des hamiltoniens vérifiant (44) on a convergence vers 'unique
solution 7" périodique. Ceci n’est plus vrai pour des hamiltoniens vérifiant (46). Pour s’en
convaincre considérons I'exemple suivant avec un second membre stationnaire f = 1, cf.

[9]

Owu+ 11— 0ul =1, (x,t) € Rx]0,+o0],

(52)

u(z,0) =sinz, = € R.
La solution exacte est u(z,t) = sin(z +t), V (z,t) € R x [0, +00] et u(x,t) ne converge
pas lorsque t — 400. Des résultats concernant le comportement en temps long ont été
obtenus par Fathi [46], Namah et Roquejoffre [75], Barles et Souganidis [10], Roquejoffre
(88, 89]. En utilisant des arguments de monotonie et compacité on montre la convergence

en temps long pour certaines classes de conditions initiales (voir [BN] pour un énoncé

précis)

Théoreme 5.2 Soient H = H(x,z,p) vérifiant (46), (45), f € C(R) une fonction T
périodique et ug € WH*(RY). On suppose qu’il existe une solution de viscosité bornée de
H(z,U,DU) = (f),z € RY.

1) Alors il existe une unique solution de viscosité u € W1 (RY x]0, +oo|) de (51) ;

2) Si la condition initiale est telle que ug(x) < u(x,T), Vo € RN alors

khrf u(z,t + kT) = p(x,t), uniformément pour (z,t) € B x RT,

ot ¢ est la solution T périodique minimale de (43) vérifiant p(x,0) > up(z), v € RY ;

3) Si la condition initiale est telle que ug(x) > u(x,T), Vo € RN alors

lim wu(z,t+ kT) = ®(x,t), uniformément pour (x,t) € Br x RT,

k—+o00
ot @ est la solution T' périodique maximale de (43) vérifiant ®(x,0) < ug(z), z € R.

Un autre probleme intéressant est le comportement asymptotique des solutions lorsque

la fréquence devient grande. Soit f une fonction T périodique et u, des solutions %

périodiques de

Oy, + H(z,up, Duy,) = f(nt), (z,t) € RY xR,

En introduisant la variable rapide s = nt et 'ansatz u,(z,t) = u°(z) + Lu'(z,nt) + ... on

obtient formellement
1 0 L 0 Lo N
osu' (z, 8)+..+H(z,u’(x)+—u (x,8)+..., Du’(x)+—Du (z, s)+...) = f(s), (z,s) € RYxR.
n n
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Comme u,, est % périodique par rapport a t, la fonction u'(z,s) est T périodique par

rapport a s et apres intégration pour s € [0,7] on trouve
e 0 1 0 Loy N
T H(z,u'(z) + —u (z,s) + ..., Du’(x) + —=Du (x,s) +...) ds = (f), v € R".
0 n n

Aprés passage a la limite quand n — +o0 on en déduit que H (x,u’, Du®) = (f), = € RY.
Sous des hypotheses appropriées on montre effectivement que la suite (u,,), converge uni-
formément vers une solution U de (50) et que [|u, —U || poo@n xry < <[ f = (rro), > 1
(voir [BN]). Signalons qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires dans le cas d'une

fonction f presque-périodique en temps.

5.2 Solutions presque-périodiques des équations différentielles

ordinaires

Dans ce paragraphe on s’intéresse a 'existence de solution classique presque-périodique

des équations différentielles du premier ordre
2(8) + g(t,2() = 0, ¢ €R, (53)

ol g est une fonction croissante en x, presque-périodique en t. Les premiers résultats ont
été obtenus par Favard [47], Demidovitch [42], Gheorghiu [50], Opial [78]. Rappelons aussi
les résultats d’Amerio [1], Corduneanu [29]. Dans tous ces travaux on suppose l’existence
d’une solution bornée et on montre qu’elle est presque-périodique. Je me suis proposé
d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes a imposer sur la fonction g qui assurent
'existence de solution presque-périodique de (53). Supposons qu’il existe une solution x
presque-périodique de (53). On définit la fonction de moyenne G : R — R

G(z) = Tlirfm %/o g(t,x) dt = (g(-,x)), z € R.

On vérifie aisément que G est une fonction croissante, continue. Comme z(-) est presque-
périodique, elle est bornée et donc m < z(t) < M, t € R. Par la monotonie de g on

obtient
g(t,m) < g(t,z(t)) = —2'(t) < g(t, M),
ce qui implique immédiatement que G(m) < 0 < G(M). Nous avons obtenu la condition

nécessaire suivante

IXEeR : (g(-, X)) =0.
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Une condition suffisante pour 'existence de solution presque-périodique est donnée par
I’hypothese plus forte
t
X eR : sup (—/ g(o, X) da) < +o00. (54)
s,teR s
Théoréme 5.3 (¢f. [B9]) Soit g : R x R — R une fonction croissante en x, presque-

périodique en t vérifiant (54). Alors il existe au moins une solution presque-périodique

x(-) de (53) telle que
t
156) = Xllmco < s (= [ glo. ) do).
s,teR s

Dans le cas d'une fonction g a variables séparées g(t,z) = [(z) — f(t) avec [ une
fonction continue, croissante et f une fonction presque-périodique, on peut indiquer une

condition nécessaire et suffisante pour I'unicité de la solution presque-périodique.

Théoréme 5.4 (c¢f. [BY]) Soient B : R — R une fonction croissante continue et f :
R — R une fonction presque-périodique vérifiant sup, ,;cp (fst{f(a) - <f>}d0> < +o0 et
(f) € g(R). Alors il existe au moins une solution presque-périodique de z'(t) + B(x(t)) =

f(t), t € R. De plus la solution presque-périodique est unique ssi

diam(g~'(f)) < sup (/ {f(o }da) :
s,teR
5.3 Solutions périodiques des équations elliptiques non linéaires.

Application aux faisceaux de particules chargées

La modélisation des faisceaux de particules repose sur la résolution du systeme de
VM3D. L’approximation de ces équations demande des efforts numériques considérables.
Il convient d’utiliser des modeles simplifiés, en tenant compte des particularités du probleme
physique (longueurs caractéristiques, géométrie). Un des modeles largement utilisés dans
la physique des accélérateurs de particules est 'approximation paraxiale. L’analyse mathé-
matique de ce modele a été effectuée par Degond et Raviart [41]. Ils présentent la distri-
bution de Kapchinsky-Vladimirsky (KV) qui est une solution exacte du modele paraxial.
Pour calculer la distribution de KV on doit disposer d’une solution périodique en espace

de I’équation dite d’enveloppe (voir [36, 48])

—u"(z) — a k(x)u(x) + () + (@) P =0, z €R,
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ouna>0,b>0et k() >0 est une fonction périodique. Plus généralement on étudie les

solutions périodiques des équations elliptiques non linéaires
~Au+ g(x,u(r)) =0, veRY, (55)

ol g : RY x R — R est une fonction donnée périodique en = et monotone en u. Le cas
des non linéarités (strictement) croissantes est plus favorable, car c’est le cadre standard
dans lequel on montre I'unicité de la solution et le principe de comparaison entre les
sous/sursolutions. A noter que la non linéarité de 'équation d’enveloppe est décroissante

par rapport a u. On travaille avec des solutions faibles dans 1’espace de Sobolev périodique
HLRY) = {v € I3(RY) © 3 (pu)u € CHRY), lm [ gnllsz @y =0,

lim |V, — Vomllzz @y = 0},

n,m—-+oo

avec le produit scalaire

<U7U>H;£(RN) = /

P

u(z)v(z) dx +/ Vu-Vudz, Yuve HyRY),
P

oit C%(RY) est ensemble des fonctions L = (Ly, Ly, ..., Ly) périodiques de classe C* et

P:{$ERN : ngl<L1,0§x2<L2,...,O§xN<LN}.

Définition 5.1 On dit que u € Hj,(RY) est une solution L périodique de (55) ssig(-,u(-)) €
LY (RY) et [, Vu-Vvdr+ [,g(z,u(z)) v(z) de =0, Yoe Hy(RY).

loc

On présente ici le cas plus simple des fonctions g a variables séparées g(z,u) = (u) —
f(x), (x,u) € RN x R, olt 3 est une fonction continue, monotone et f est une fonction L

périodique. En dimension N € {1,2,3} on obtient le résultat

Théoreme 5.5 (c¢f. [BS]) Soient  : R — R continue, croissante et f € L%(RN)
telles que (f) := (meas(P))™" [, f(z) dz € B(R). Alors il existe au moins une solu-
tion périodique u € HZ(RY) de —Au + B(u(z)) = f(z), = € RN. De plus, si § est

strictement croissante, alors la solution périodique est unique.
Donnons aussi un résultat en dimension N = 1 pour des non linéarités décroissantes

Théoreme 5.6 (c¢f. [BS]) Soient f : R — R continue, décroissante, K lipschitzienne,

f e LL(R). Supposons que
1 [
(f) =+ (z) du € B(R), K L?<2.
Ll 0
Alors il eziste au moins une solution Ly périodique de —u"(z) + B(u(x)) = f(z), x € R.

De plus, si (3 est strictement décroissante, alors la solution périodique est unique.
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Présentons quelques résultats numériques en dimension N = 1. L’idée est de remplacer

I'équation elliptique (55) par le probleme parabolique
o+ O — 2u+ gla,u(z,8) = 0, (z,1) € Rx]0, 0], (56)

avec une condition initiale arbitraire u(z,0) = uo(z), x € Ret a > 0 petit. En vérité si g
est croissante en u et si on note par U, ['unique solution périodique de a U(x) — U"(z) +

g(x,U(x)) =0, = € R, on obtient immédiatement que
lu,t) = Uall g,y < €7 [luo — Uall 1z @), t> 0.

Par conséquent u(-,t) ~ U, pour t ~ é et a > 0 petit. Une meilleure approche consiste a
remplacer la constante « par une fonction décroissante « : [0, +o00[— [0, +00] qui vérifie

lim; .« a(t) = 0. On fait évoluer « selon une équation du type
a(t) + a(t)C(u(-,t) =0, ¢t>0,

ou C' > 0 est une fonction vérifiant C' & 1 si u(-, ) est "proche” de la solution périodique
et C' =~ 0 sinon. L’idée est de garder a constant jusqu’a ce que la solution wu(-,t) soit

suffisamment proche du régime périodique. On peut considérer

Clu( 1)) = Lja@) (u-)+oCut0)<e)s
avec € > 0 petit. Effectivement si u(-,t) est "proche” de ’état périodique alors dyu =~
0, fOLl O?u dx ~ 0 et apres intégration de (56) sur |0, Li[ on trouve a(t) (u(-,t)) +

(g(-;u(-t))) = 0 ce qui implique 1gja(e) (u(-t)+(g(u(-1)<e} = 1-
Les Figures 4,5 illustrent des résultats numériques pour les équations associées aux

fonctions croissantes en u

gi(z,u) =u (1 +cosx) — (2+cosx) (sinx —cosz), (v,u) € R?

U 14 coszx
r,u) = ———=(1+cosx) — (sinx + cosx 1+ —o—— |, (x,u) € R?
g2(, 1) m< )= ) ( 2+ Sin(2x)> (@)

dont les solutions exactes sont u; o(x) =sinx F cosz, = € R.
Considérons maintenant I’équation qui correspond a la non linéarité décroissante

U sin x

g3(z,u) = —K ——= —sinz + K ——————, (7,u) € R?,
V1+u? V1 +sin?x
dont la solution exacte est ug(z) = sinz ainsi que 'équation d’enveloppe associée &
g(z,u) = —a(l+cosz)u+ L+ L. Ces résultats numériques sont présentés dans la Figure

6.
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6 Etude asymptotique des fluides de Bingham

Publication : [BH]

Un fluide de Bingham se déplace comme un milieu rigide si une certaine fonction des
contraintes ne dépasse pas un certain seuil. Ce type de comportement s’observe dans le
cas des huiles ou des boues utilisées dans les forages pétroliers, ainsi que dans le béton. Si
le seuil est strictement positif, on peut obtenir des zones rigides au sein de I’écoulement.
Quand les forces externes diminuent, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer
complétement 1I’écoulement.

Pour I'analyse mathématique du modele de Bingham on peut consulter le livre de
Duvaut et Lions [45]. L’écoulement stationnaire, incompressible d’un fluide de Bingham

est décrit par 'inéquation variationnelle
u€ Hy()? : alu,v—u)+j(v) —ju) > {l,v—u), Vv e Hi(Q)?,
olt a: H}(Q)? x HL(Q)? — R est la forme bilinéaire symétrique
a(u,v) = /Qn(x) Z D;;(u)D;j(v) do = /Qn(x)D(u) : D(v) dz, Y u,v € Hy(Q)?,
1<4,5<3

J: Hy ()3 =] — 0o, +00] est la fonction convexe définie par
jv) = / g(x)|D(v)| dz si dive =0, j(v) = o0 sinon,
0

et 1 : Hj(2)> — R est application linéaire (I,v) = [, b(z) - v(z) dz, Yo € Hj(Q2)*. On
suppose que la viscosité n vérifie 0 < ny < n(x) < n, x € Q et que le seuil g > 0 et les
forces externes b sont des fonctions de L?*(€2) respectivement L?(2)3. Nous avons utilisé
la notation D(v) = (Vv + VTv)/2, Vv € H}(Q)3. Par le Lemme de Korn (voir [45]) on
en déduit que a(-,-) est elliptique sur Hj(Q)3. On vérifie également que j est convexe,
i.s.c. et homogene.

Par la suite on présente nos résultats dans le cadre abstrait des inéquations variation-
nelles. Soient (V,(+,-)) un espace de Hilbert réel, a : V' x V' — R une forme bilinéaire,
continue, V-elliptique, j : V' —] — 0o, +00| une fonction convexe, propre, i.s.c., homogene

et f € V. L’inéquation variationnelle

weV o alu,v—u)+j) —j(u) > (f,v—u), YveV, (57)
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admet une unique solution, cf. [74, 56, 57]. Le probleme (57) est équivalent au probleme

a(u,u) + j(u) = (f, ),
a(u,v) + j(v) > (f,v), Vo e V.

On en déduit que u = 0 est solution ssi j(v) > (f,v), Vv € V, ou encore ssi f € 95(0).
Une telle force f sera appelée force de blocage. On souhaite étudier le comportement
des solutions de (57) lorsque f varie dans un voisinage d’une force maximale de blocage.
Plus précisément on dit que f est une force maximale de blocage si f est une force de
blocage et pour tout € > 0 f. := (1 4 ¢)f ne l'est pas; c.a.d. la solution associée a f
est u = 0 et pour tout ¢ > 0 la solution associée a f. est non nulle, u. # 0. Notre
objectif est d’étudier le comportement de w. = *= quand € \, 0. On introduit I'ensemble
C={veV : jlw) = (fv)}. On montre qu’il est non vide, convexe, fermé et qu’il
coincide avec l'ensemble {v € V' : f € 9j(v)}.

Commencons par établir des estimations, afin d’extraire une suite faiblement conver-

gente. Rappelons que u. vérifie

alue, us) + jue) = (L +€)(f, ue),
a(ug,v) +j(w) > (1+e)(f,v), VoeV.

On obtient a(w., w.) < a(w., we) + 2(j(w.) — (f,we)) = (f,w.) et on déduit facilement
une borne pour (||we||)eso. Soit wy, := w,, une suite faiblement convergente vers w € V.
En passant a la limite quand & — 400 dans l'inégalité j(wy) < (14 ¢ex)(f, wx) on obtient
Jjw) < (f,w). L’inégalité opposée est vérifiée aussi, car f est une force de blocage.
Par conséquent la limite faible w est un élément de C'. Montrons maintenant que la
suite (wg)r converge fortement. En utilisant la notation (Awu,v) = a(u,v) nous avons
fe € Au. + 0j(u.) ou encore f + f € Aw, + 19j(w.). Comme w € C on a f € dj(w) ce
qui implique f € Aw, + (9j(w.) — 8j(w)). On conclut facilement aprés multiplication
par w. — w avec € = ;. Pour identifier la limite w on procéde comme il suit : pour tout
veCona fedjv)et comme avant on en déduit que f € Awy + i(@j(wk) — Jj(v)).
Apres multiplication par wy — v on obtient a(wy, wy —v) = (Awg, wy — v) < (f, wp — v)
et finalement par passage a la limite quand k — +o00 on trouve a(w,v —w) > (f,v —w).

Nous avons montré le résultat

Théoréme 6.1 (c¢f. [BH]) Soient a : V x V — R une forme bilinéaire, continue, V -

elliptique, j : 'V —] — 00, +00| une fonction propre, conveze, i.s.c., homogene et f une
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force mazimale de blocage. Alors (we)eso converge fortement dans V' quand € \, 0 vers

l'unique solution de l'inéquation variationnelle

weClC : alw,v—w)>(f,v—w), Vv €C.
Nous étudions aussi le comportement de (w.).~o lorsque € — +o0.

Théoréme 6.2 (c¢f. [BHJ) Soient a : V x V — R une forme bilinéaire, continue, V -
elliptique, j : V —| — 0o, +00| une fonction propre, conveze, i.s.c., homogéne et f € V
(pas nécessairement une force de blocage). Alors (we)e=o converge fortement dans V' quand

€ — 400 vers l'unique solution de l'inéquation variationnelle

we D) : alw,v—w) > (f,v—w), Yo e D(j).
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